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Существует бесчисленное количество 
способов описать нейросеть, которая 
гипотетически могла бы решать при-

кладную задачу, и бесчисленное количество спо-
собов выстроить процесс машинного обучения 
нейросети. Вся суть работы специалиста по 
машинному обучению заключается в подборе, 
настройке и обучении нейросети таким образом, 
чтобы это действительно привело к положитель-
ному результату. Помимо опыта, который приме-
ним не всегда, у него существует только один 
инструмент для решения этой проблемы – мате-
матическая интуиция. Последняя во многом осно-
вывается на глубоком понимании природы такого 
фундаментального понятия, как аналитичность 
функции (здесь и далее по тексту подразумева-

ется (если не оговорено обратное), что функция 
может иметь несколько входных аргументов и 
несколько выходных значений). При этом могут 
использоваться упрощенные иллюстрации.

Аналитичность есть не у всех функций. 
Однако все функции, известные из школьной 
математики, а также почти все функции, выража-
ющие зависимости из реального мира, ею до 
какой-то степени обладают. Это объясняется тем, 
что за каждой функцией скрывается какая-то зако-
номерность, знание нескольких значений функции 
зачастую дает представление о природе этой 
закономерности и позволяет судить о функции в 
целом. На рисунке 1 изображены графики трех 
разных функций, при этом левая сторона во всех 
случаях закрыта,

но читатель без труда может мысленно дорисовать загороженную сторону графика. Это – проявление 
аналитичности функции.

Рисунок 1. Графики трех разных функций 

Разные функции могут обладать аналитич-
ностью в разной степени, и даже одна функция 
может обладать аналитичностью в разной сте-
пени в разных точках. На рисунке 2 приведены 
два графика одной и той же функции, но на кар-
тинке слева загорожена средняя часть графика, а 
на картинке справа – наоборот, боковые части. 

Нетрудно заметить, что восстановить недостаю-
щую часть графика на левой картинке интуитивно 
проще, чем на правой. Причина в том, что на кар-
тинке слева можно наблюдать функцию на тех 
участках, где ее поведение более ярко выражено, 
т. е. ее график более информативен.
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Рисунок 2. Два графика функций с загороженными частями 

Попробуем теперь разобраться с тем, какие 
математические понятия позволяют выразить 
наше интуитивное представление аналитичности 
функции. Рассмотрим для этого более сложные 
функции на рисунке 3 Функция f1 разрывная и, 
конечно, по одному фрагменту этой функции 
совершенно нельзя предсказать другой. Верти-
кальным передвижением фрагментов графика 
функции f1 получена функция f2, уже без разры-
вов, но ее поведение резко преломляется в тех же 
трех точках, что и у функции f1. Может показаться, 
что функции f1 и f2 в равной степени почти не 
обладают аналитичностью. Однако это не совсем 
так, ведь понимание того, что функция f2 непре-
рывна, позволяет по крайней мере знать, что зна-
чения функции в двух близких к слому точках по 
разные стороны от слома близки, в то время как 
для функции f1 эти значения могут быть совер-

шенно разными. Таким образом, функция f2 все 
же более предсказуема, чем функция f1, т. е. 
более аналитична. Однако наличие точек слома 
все же делает ее достаточно непредсказуемой. 
Функция f3 получена из функции f2 сглаживанием 
в небольшой окрестности точек слома. Так, функ-
ция f3 уже не обладает угловатостями. Однако все 
равно ясно, что ее значения на одних прямых 
участках совершенно ничего не говорят о значе-
ниях на других. Тем не менее, эта функция все же 
более аналитична, чем f2, поскольку на ее кривых 
участках по их кривизне можно судить об угле 
наклона соседних прямых участков. Таким обра-
зом, с одной стороны, ликвидация разрывов и 
угловатостей делает функцию более аналитич-
ной, с другой стороны, если на разных участках 
функция обладает разной природой, то все же ее 
аналитичность останется ограниченной.

Рисунок 3. Сложные функции 

Вспомним теперь понятие производной 
функции. Про производную функции от одной 
переменной со школы известно следующее:

–	 производная f ’ функции f – это скорость того, 
как быстро меняется значение функции f, 
если изменяется ее аргумент x;

–	 если нарисован график функции, то тангенс 
угла наклона касательной прямой линии к 
графику функции в точке равен значению 
производной функции в этой точке;

–	 для некоторых функций есть формулы, по 
которым можно посчитать их производные;
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–	 производная f ’ функции f сама являет- 
ся функцией, ее производная называется 
второй производной функции f и обознача-
ется f ’’, аналогично вводятся третья, четвер-
тая и т. д. производные.
На рисунке 3 функция f2 непрерывна, в отли-

чие от f1, однако ее производная f2’ прерывается 
в трех точках, что выглядит, как излом. Функция f3 
не имеет сломов, т. е. ее производная f3’ непре-
рывна. Однако скорость изменения ее первой 
производной, т. е. ее вторая производная f3’’, все 
же резко прерывается в точках пересечения с пун-
ктирными линиями. Это сложно заметить невоо-
руженным глазом, но можно осознать, если вду-
маться в то, что производная – скорость измене-
ния функции: на участке, где график функции пря-
мой, она меняется равномерно, т. е. ее первая 
производная одинакова на всем участке; раз пер-
вая производная одинакова, т. е. не меняется, то 
скорость ее изменения равна нулю, т. е. нулю 

равна вторая производная; напротив, если функ-
ция не линейна на участке, то ее первая произво-
дная не постоянна и, следовательно, вторая про-
изводная не равная нулю.

Обратим внимание, что само название «про-
изводная» как бы подсказывает, что производная 
является функцией, которая не существует сама 
по себе, а происходит от исходной функции. Этот 
термин очень неудачен, поскольку в реальном 
мире дела обстоят ровно наоборот: не машина 
имеет скорость, потому что перемещается, а 
машина перемещается, потому что у нее есть ско-
рость; в свою очередь скорость машины меня-
ется, потому что крутящиеся колеса создают уско-
рение, а не наоборот; колеса крутятся тем 
быстрее, чем быстрее двигатель создает крутя-
щий момент, а это происходит тем быстрее, чем 
быстрее водитель решит нажать на педаль газа, и 
т. д.

После этого разъяснения должно стать 
проще понять логику аналитичности. Представим 
какую-то функцию, отражающую некоторую зави-
симость в реальном мире. Эта зависимость ухо-
дит корнями в законы физики, химии и т. д. Если в 
каком-то из факторов, оказывающих влияние на 
значение функции, произошло неожиданное изме-
нение, то резко меняется значение какой-то по 
счету производной функции и, как следствие, в 
результате меняется поведение функции, т. е. 
теряется ее аналитичность. Чем меньше уровень 
производной, в которой произошло изменение, и 
чем больше изменение, тем быстрее это измене-
ние окажет влияние на производные меньшего 

уровня и, в конце концов, на саму функцию, т. е. 
тем меньше ее аналитичность.

Функции, выражающие физические зависи-
мости, могут иметь бесконечное число произво-
дных, так как в реальном мире ничто не происхо-
дит само по себе и у любого события есть кака-
я-то физическая причина. Правда, влияние этих 
причин дальнего порядка настолько незначи-
тельно, что тонет в погрешностях и потому не про-
слеживается. В чистой же математике можно 
предположить отсутствие всяких погрешностей, в 
такой ситуации у функции можно найти все (т. е. 
бесконечное число) ее производные. Именно на 
этом основана идея ряда Тейлора (формула на 
рисунок 4).

Рисунок 4. Идея ряда Тейлора 

Ряд Тейлора позволяет приблизительно 
представить функцию f в некоторой области вокруг 
точки x0 через сумму бесконечного числа слагае-
мых, зависящих только от x, x0 и значений всех 

производных функции f в точке x0. Если отрезать 
часть слагаемых, то формула будет неточная, но 
все же даст хорошее приближенное значение для 
функции f. Ряд Тейлора не нужен нам для изуче-
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ния машинного обучения, однако он нужен для 
иллюстрации следующей мысли: знание всех про-
изводных аналитичной функции в некоторой точке 
позволяет получить всю информацию о функции в 
соседних точках, даже если изначально мы ника-
кой информацией о функции в этих точках не 
обладаем. Однако ситуация, в которой нам 
известны значения всего бесконечного множества 
производных, все же создана искусственно: она 
имеет место только тогда, когда у нас есть запись 
функции в виде формулы.

Что делать, если на руках нет формулы для 
функции, как в этом случае считается произво-
дная? Казалось бы, можно посчитать первую про-

изводную пользуясь тем, что она равна тангенсу 
угла наклона касательной. Но как точно провести 
касательную? В общем случае это сделать невоз-
можно, удовлетворяются тем, что если функция 
аналитична, то касательная к графику в точке x0 
приблизительно параллельна линии, которая про-
ведена через точки x0-d и x0+d графика функции 
при маленьком значении d (рисунок 5). Следует 
обратить внимание, что вычисление тангенса угла 
наклона касательной в этом случае как раз совпа-
дает с вычислением производной через ее опре-
деление, т. е. то, как изменяется функция, делится 
на то, как поменялся аргумент (формула на рису-
нок 6).

Рисунок 5. График функции при малом значении d 

Рисунок 6. Деление аргумента (формула № 2.6) 

Теперь, когда определена формула первой 
производной, следует понять, как посчитать вто-
рую и следующую производные. Здесь вспомним, 
что вторая производная f ’’ функции f является, в 
свою очередь, первой производной функции f ’, и 
для нее применимо то же самое правило. Приме-

ним формулу № 2.6 для второй производной, 
используя вместо d значение d/2, и подставим в 
нее значения первой производной, вычисленные 
по этой же формуле № 2.6, в результате получим 
формулу на рисунке 7.

Рисунок 7. Вычисление по формуле 2.6 с использованием d/2 (формула № 7)
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Как видно, для вычисления первой произ-
водной было достаточно значений функции в двух 
точках, для второй производной понадобятся зна-
чения в трех точках и т. д. Чем больше значений 
функции можно использовать, тем больше произ-
водных можно определить и, следовательно, тем 
надежнее предсказывать поведение функции.

Рассмотрим пример. Положим, один велоси-
педист догоняет второго, а мы измеряем расстоя-

ние f между ними раз в секунду. Положим, что в 
первый момент времени расстояние было равно 
100 метрам, через секунду – 102 метрам, и еще 
через секунду – 103 метрам. На первый взгляд, 
может показаться, что второй велосипедист отры-
вается от первого, но если посчитать вторую про-
изводную функции f, то обнаружится, что она 
меньше нуля, т. е. что через какое-то время рассто-
яние начнет сокращаться (формула на рисунок 8).

Рисунок 8. Сокращение расстояния 

Если предположить, что первые две произ-
водные содержат достаточно информации о 
функции, то на основании этих простых вычисле-
ний можно сделать вывод: отстающий первый 
велосипедист догонит второго. Представим, что 

мы также сделали еще один замер расстояния 
через одну секунду после последнего, и оно 
составило 103.1 метра. Еще один замер позво-
ляет вычислить третью производную (формула 
на рисунок 9).

Рисунок 9. Вычисление третьей производной 

Как видно из расчетов формулы № 9, значе-
ние третьей производной больше нуля и, следова-
тельно, даже если какой-то период расстояние 
будет сокращаться, потом оно снова будет увели-
чиваться, т. е. первый велосипедист так и не дого-
нит второго. Из данного примера видно, что любое 
измерение, даже на первый взгляд не дающее 
дополнительной информации, может перевернуть 
наше представление о природе изучаемой функ-
ции.

На практике, когда нет формульного выра-
жения для функции, в прикладных программах 
вычисляют производные именно таким способом, 

какой мы рассмотрели выше. Это называется 
«численным» определением значения производ-
ной. Более того, если задача заключается не в 
том, чтобы спрогнозировать значение функции в 
некоторой точке по ее значениям в других точках, 
то для такого прогноза необязательно вычислять 
значения производных, существуют подходы, 
которые позволяют спрогнозировать значение 
функции без вычисления производных. Эти под-
ходы отличаются друг от друга только тем, что 
обеспечивают разную точность в разных ситуа-
циях. Однако их всех объединяет то, что все они 
строятся на понятии аналитичности функции.



710

ОБРАЗОВАНИЕ И ПРАВО № 5 • 2026

• ЮРИДИЧЕСКИЕ  НАУКИ

Рассмотрим теперь две функции, изобра-
женные на рисунке 10. График функции f2 лома-
ный, состоит из прямых отрезков, каждый из кото-
рых почти никак не характеризует поведение 
функции на других отрезках. С другой стороны, 
график функции f1 выглядит вполне гладким, бла-
годаря чему кажется, что функция f1, вероятно, 
обладает значительно большей аналитичностью, 
чем f2. Обратим внимание, что значения функций 

f1 и f2 во многих точках совпадают. Представим 
себе теперь, что на практике возникла необходи-
мость восстановить функцию f2 по ее значениям в 
пяти точках x1, x2, x3, x4 и x5. В таком случае, 
поскольку функция f1 гораздо более аналитична, 
при восстановлении функции по указанным значе-
нием получится что-то гораздо более похожее на 
f1, чем на f2.

Другими словами, поскольку при восстанов-
лении функции по ее значениям неявно предпола-
гается, что восстанавливаемая функция анали-
тична, то ее не аналитичные проявления как бы 
сглаживаются, усредняются. 

Может показаться, что последние явление 
вредно, так как функции f1 и f2 все же обладают 
совершенно разным поведением. Однако у них 
есть одно общее свойство – обе заметно посте-
пенно возрастают. Это свойство явно выражено в 

том, что у функции f1 во всех точках положитель-
ная первая производная, но совершенно никак не 
может быть определено ни на каком прямом 
участке графика функции f2. Тем не менее, это 
свойство явно прослеживается из графика f2, про-
сто для его выявления необходимо пронаблюдать 
график функции на участке, гораздо большем 
характерной длины одного отрезка прямой, как бы 
с большой высоты (рисунок 10).

Рисунок 10. График функции на участке большем характерной  
длины одного отрезка прямой
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